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АДАПТИВНАЯ СХЕМА СТАБИЛИЗАЦИИ КОЛЕБАНИЙ
АВТОНОМНОЙ СИСТЕМЫ 1

Рассматривается гладкая автономная система общего вида. Строится
глобальное семейство (по параметру h) невырожденных периодических
решений; на нем период меняется монотонно. Решается задача стаби-
лизации колебаний редуцированной управляемой системы. Применяется
гладкое автономное управление с параметром, зависящим от h, конструи-
руется притягивающий цикл. Результаты конкретизируются для диф-
ференциального уравнения n-го порядка. Устанавливается соответствие
результатов с выводами, полученными для обратимой механической си-
стемы. Для редуцированной консервативной системы предлагается адап-
тивная схема управления для стабилизации любого колебания семейства.
Приводятся приложения.
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1. Введение

Решается задача управления колебаниями (периодическими решениями)
автономной системы общего вида. В невырожденном случае справедлива аль-
тернатива: цикл (изолированное колебание) или семейство колебаний. Период
на семействе невырожденных колебаний монотонно зависит от параметра се-
мейства h. Поэтому в задаче о стабилизации колебаний семейства естествен-
но искать управление с параметром, зависящим от h. В адаптивной системе
управления “регулятор автоматически изменяет свою структуру или свои па-
раметры в зависимости от изменения параметров объекта управления или
свойств возмущения” [1, с. 108].

В данной статье применяется автономное управление, в котором параметр
в регуляторе находится в зависимости от значения параметра h стабилизи-
руемого колебания семейства: регулятор обладает свойством адаптивности.
В этом смысле говорится об адаптивной схеме управления.

В следующем примере

ẍ+ ω2x = εu, u = (1−Kx2)ẋ(1)
1 Статья подготовлена к трехсотлетию Российской академии наук.
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управление u содержит параметр K; ω – частота линейного осциллятора.
При ε = 0 уравнение (1) допускает семейство колебаний x = A cosϕ с ампли-
тудой A и энергией h = ω2A2/2. Для стабилизации выбранного колебания
семейства с энергией h = h∗ в (1) полагается K = 2ω2/h∗. Тогда в (1) реали-
зуется притягивающийся цикл, близкий к колебанию линейного осциллятора
с энергией h∗. Формула для K справедлива для любого колебания семейства.
Применяется адаптивная схема стабилизации.

Уравнение (1) называется осциллятором типа Ван дер Поля. Уравнение
Ван дер Поля [2] получается в (1) при K = 1: в регеративном приемнике ω
настраивается на частоту принимаемого сигнала.

Линейный осциллятор допускает семейство изохронных колебаний. В ма-
тематическом маятнике период колебаний является монотонной функцией
параметра семейства. Такое семейство колебаний называется невырожден-
ным [3].

При исследовании колебаний в многомерной автономной системе необ-
ходимо описать все множество невырожденных колебаний. Возникает про-
блема глобального семейства колебаний: существование, построение, свой-
ства. Кроме интереса для теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений, знание о глобальном семействе гарантирует полноту решения задачи
управления.

Основное положение о глобальном семействе заключается в возможности
продолжения любого локального невырожденного семейства периодических
решений на глобальное семейство, на котором параметр семейства принима-
ет всевозможные для решений семейства значения. Построение глобального
семейства для частного случая проводилось в [3]. Адаптивная схема стаби-
лизации колебаний для редуцированной системы на плоскости приводилась
в [3]: строился притягивающий цикл.

Глобальное семейство описывается редуцированной системой, размерность
которой совпадает с размерностью k этого семейства. В общем случае – си-
стемы из n дифференциальных уравнений – имеем 1 < k � n. Вопросы су-
ществования глобального семейства, выделения редуцированной системы и
построения для нее адаптивной схемы стабилизации колебаний рассматрива-
ются в данной статье. Результаты конкретизируются для дифференциально-
го уравнения n-го порядка. Также выясняется, как полученные выводы со-
относятся с результатами для систем, обладающих свойствами обратимости,
консервативности.

Приводятся приложения. Задача трех тел введена Л. Эйлером в 1764 г.
(опубликована в [4]) при изучении движения Луны. Показывается, как в за-
даче строятся глобальные семейства периодических орбит; адаптивная схема
применяется для орбитальной стабилизации. Задача В.В. Белецкого [5] опи-
сывает колебания спутника в плоскости эллиптической орбиты. В частном
случае – на круговой орбите адаптивной схемой управления стабилизируется
любое колебание спутника.
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2. Теорема о глобальном семействе

Рассматривается гладкое автономное уравнение

ż = Z(z), z ∈ Rn,(2)

общее решение которого обозначается через z(z01 , . . . , z
0
n, t), где z0 = (z01 , . . .

. . . , z0n) – начальная точка (при t = 0). Необходимое и достаточное условие
существования T -периодического решения системы (2) записывается в виде
равенства

f ≡ z(z01 , . . . , z
0
n, T )− z0 = 0.(3)

Пусть уравнение (3) имеет решение z0 = z∗, T = T ∗, не совпадающее с рав-
новесием: Z(z∗) �= 0. Тогда уравнение (3) допускает семейство по γ решений

z0 = z∗(γ), T = T ∗,(4)

где γ – сдвиг начального момента времени по траектории. При этом ранг Ra
функциональной матрицы Af (матрицы Якоби) для функции f с парамет-
ром T в точке z∗ при T = T ∗ удовлетворяет неравенству Ra � n− 1.

Случай Ra = n−1 называется невырожденным для периодического реше-
ния (см. [3]). Далее рассматривается случай Ra = n− 1.

В невырожденном случае матрица Af имеет простое нулевое собствен-
ное значение или жорданову k-клетку из нулевых собственных значений:
1 < k � n. В первой ситуации уравнение (3) допускает единственное реше-
ние вида (4). Поэтому автономное уравнение (2) допускает изолированное
периодическое решение – цикл с периодом T ∗.

Вторая ситуация называется случаем семейства периодических решений.
В окрестности решения (4) уравнения (3) выводится линейная система

ξs ≡ ∂fs
∂z01

dz01 + . . . +
∂fs
∂z0n

dz0n +
∂fs
∂T

dT = 0, s = 1, . . . , n,

f = (f1, . . . , fn),

(5)

которая справедлива при произвольном γ. Ранг матрицы Af в (5) равен Ra =
= n− 1. Цикл получается для простого нулевого собственного значения:
в (5) имеем решение dz1(γ) = . . . = dzn(γ) = 0, dT = 0.

Случай семейства реализуется при dT �= 0. Производные

dfs
dT

= Zs(z
∗(γ)), s = 1, . . . , n,

вычисляются в точке (4) и обеспечивают равенство ранга расширенной мат-
рицы в (5) числу n − 1. При этом из (5) вычисляются dz01(γ), . . . , dz0k(γ) как
линейные функции dT . При изменении dT получается семейство решений.
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Сам период T меняется от решения к решению, т.е. является функцией ска-
лярного параметра h: z0 = z0(γ, h), T = T (h). Таким образом, из системы (5)
находится локальное h-семейство. Производная T ′(h∗) �= 0 для значения па-
раметра h = h∗. Поэтому на семействе период T (h) меняется монотонно вме-
сте с параметром семейства h. В этом смысле h-семейство является невырож-
денным [3].

Опр е д е л е н и е 1. Семейство периодических решений уравнения (2) на-
зывается невырожденным, если период T (h) на нем монотонно зависит от
параметра h.

Из изложения следует, что точка z0 = z∗ периодического решения уравне-
ния (2) обладает свойством приводить к невырожденному семейству периоди-
ческих решений. Само опорное периодическое решение также принадлежит
семейству. В этом смысле оно называется невырожденным. Невырожденным
будет и любое периодическое решение невырожденного семейства.

Опр е д е л е н и е 2. Решение, принадлежащее невырожденному семей-
ству периодических решений, называется невырожденным.

Невырожденное периодическое решение продолжается по периоду T или
то же самое – по параметру семейства h. Это свойство называется свойством
локальной продолжимости. Невырожденное периодическое решение продол-
жается одновременно в стороны увеличения и уменьшения периода.

В [3] вводится понятие глобального семейства периодических решений.

Опр е д е л е н и е 3. Невырожденное семейство периодических решений,
на котором параметр h принимает всевозможные для решений семейства
значения, называется глобальным семейством.

При приведении матрицы Af к каноническому виду система (5) распада-
ется на подсистемы, одна из которых – с жордановой k-нулевой клеткой –
приводит к семейству периодических решений, другая подсистема в (5) име-
ет нулевое решение. Поэтому в новых переменных семейство периодических
решений описывается k переменными. В фазовом пространстве глобальное
семейство представляется связным k-мерным множеством точек.

В невырожденном для периодического решения случае Ra = n− 1 cпра-
ведлива

Те ор ем а 1. Пусть уравнение (2) допускает невырожденное периодиче-
ское решение. Тогда оно продолжается по периоду T на глобальное семей-
ство Σ. На Σ период T (h) монотонно зависит от параметра семейства h.
Семейство Σ заполняет глобальную область Σ̂; Σ описывается редуциро-
ванной системой k-го порядка. Для точек области Σ̂ ранг Ra = n− 1, на ее
границе ∂Σ̂ условие Ra = n− 1 не выполняется.

Дока з а т е л ь с т в о. Невырожденное периодическое решение обладает
свойством локальной продолжимости. Это свойство не зависит от размерно-
сти k жордановой клетки с нулевыми собственными значениями матрицы Af .
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Поэтому доказательство теоремы 1 с точностью до размерности жордановой
k-нулевой клетки и несущественных редакционных изменений совпадает с
доказательством теоремы [3, теорема 1] для случая k = 2. При этом редуци-
рованная система описывается системой k-го порядка.

Зам е ч а ни е 1. При подходе к границе ∂Σ̂ прозводная T ′(h) может стре-
миться к нулю, бесконечности или перестает существовать.

Зам е ч а ни е 2. В системе (2) возможно одновременное существование
нескольких глобальных семейств периодических решений с одним k. Также
нет препятствий к одновременному существованию глобальных семейств с
разными k.

3. Адаптивная схема управления для редуцированной системы

Согласно теореме 1 глобальное семейство периодических решений Σ =
= {ϕs(h, t)} может описываться редуцированной системой в Rk:

ẋs = Xs(x1, . . . , xk), s = 1, . . . , k.(6)

Ставится задача стабилизации любого T (h)-периодического колебания ϕ
из семейства Σ, выбранного значением параметра h. Применяется управле-
ние, содержащее параметр K; значение K выбирается в зависимости от ве-
личины h: K = K(h). Управление задается гладкой функцией F переменных
x1, . . . , xk и действует с малым коэффициентом ε усиления сигнала регуля-
тора. В управляемой системе

ẋs = Xs(x1, . . . , xk) + εFs, s = 1, . . . , k,(7)

стабилизируемое колебание будет ε-близким к колебанию системы (7). Пара-
метромK в управлении обеспечивается тождественное выполнение по h усло-
вий существования в (7) периодического решения. Тогда колебание с пара-
метром h = h∗ стабилизируется при подстановке в управление F числа K =
= K(h∗), для которого выполняется условие dK(h∗)/dh �= 0. В частном слу-
чае k = 2 схема реализована в [3].

Задача стабилизации ставится в малом. Она решается построением при-
тягивающего цикла. Поэтому далее находятся условия существования цикла
и вычисляются характеристические показатели (ХП) для цикла. Эти зада-
чи решаются в окрестности опорного колебания x = ϕ(h∗, t) линеаризованной
системой. Управления Fs вычисляется на опорном колебании. Отклонения от
опорного колебания и число ε рассматриваются одного порядка.

В системе (7) полагается: Δs = xs − ϕs, s = 1, . . . , k. Выписываются урав-
нения для переменных Δs. В линейном приближении по Δs получаются урав-
нения для вариаций δxs. Далее анализируется периодическое решение управ-
ляемой системы

δẋs = ps1δx1 + . . .+ pskδxk + εFs, s = 1, . . . , k.(8)
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Система (8) с точностью до нелинейных членов совпадает с системой, вы-
водимой из (7) для приращений Δs. В окрестности опорного колебания из
линеаризованной системы (8) выводится цикл системы (7).

На многообразии Σ̂ переменные

δxj =
∂xj
∂h

, j = 1, . . . , k,

являются функциями h и t. Через {y1, . . . , yk} обозначается решение сопря-
женной системы. Тогда соотношение

y1δx1 + . . . + ykδxk = const(9)

представляет первый интеграл линейной однородной системы в (8). Набором
этих интегралов однородная линейная система с периодическими коэффи-
циентами в (8) приводится к системе с постоянными коэффициентами. Для
случая жордановой k-нулевой клетки получаются уравнения

u̇1 = 0, u̇2 = −u1, . . . , u̇k = −uk−1.(10)

Выпишем все решения сопряженной системы:

ys1 = ψs1,

ys2 = tψs1 + ψs2,

. . .

ysk =
tk−1ψs1
k − 1

+ . . .+ tψs,k−1 + ψsk,

(11)

где ψsj – функции с периодом T (h). Тогда преобразование Ляпунова дается
формулами

uj = ψ1jδx1 + . . .+ ψkjδxk, j = 1, . . . , k,(12)

с невырожденной периодической матрицей ||ψsj(h, t)||. Из этих формул полу-
чаются производные

u̇j = ψ1j
dδx1
dt

+ . . .+ ψkj
dδxk
dt

+ ψ̇1jδx1 + . . . + ψ̇kjδxk, j = 1, . . . , k.

Поэтому управляемая система (8) в переменных uj отличается от (10) сла-
гаемыми неодродности и записывается в виде:

u̇1 = ε(ψ11F1 + . . . + ψk1Fk) = εF̂ ,

u̇j = −uj−1 + ε(ψ1jF1 + . . .+ ψkjFk), j = 2, . . . , k.
(13)

Системой (13) на многообразии Σ̂ при T = T ∗ задается отображение t :
0 → T ∗. При ε = 0 отображение допускает нулевую неподвижную точку. При
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ε �= 0 необходимые условия существования неподвижной точки даются ам-
плитудным уравнением

I(h) ≡
T ∗∫
0

F̂ dt =

T ∗∫
0

k∑
s=1

ψs1Fsdt = 0(14)

(см. [6, гл.VI, §8, стр. 413, §9, стр. 417]). Уравнение (14) составляется относи-
тельно неизвестной h, при этом функция F̂ , наряду с h, содержит параметр
K = K(h∗). Конкретный вид (14) приводится к примеру далее для (21). Про-
стому корню h = h∗ амплитудного уравнения (14) отвечает изолированное
периодическое решение системы (13), значит, системы (8). Система (8) с точ-
ностью до нелинейных слагаемых (в окрестности исследуемого колебания)
описывает цикл системы (7). Поэтому цикл системы (7) выводится из ампли-
тудного уравнения (14). Достаточным условием существования цикла будет
неравенство dI(h∗)/dh �= 0.

ХП цикла находятся из уравнений в вариациях. В случае жордановой
k-нулевой клетки для определения ХП вычисляется одно число α (см. [6, гл. 3,
§ 11]). Оно показывает изменение вариации за период. Сами вариации нахо-
дятся как производные от функций us по параметру h.

Первое уравнение системы (13) записывается следующим образом:

u̇1(h
∗, t) = ε

[
F̂∗ +

k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
Δh+ . . .

]
,

где звездочкой помечено вычисление при h = h∗. Тогда для приращения Δh
получается

d(Δu1)

dt
= ε

[
k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
Δh+ . . .

]
,

откуда находится уравнение для производной

d

dt

(
∂u1
∂h

)
∗
= ε

k∑
s=1

(
∂F̂

∂xs

∂xs
∂h

)
∗
= ε

∂F̂ (h∗, t)
∂h

.

Изменение производной за период приводит к ХП цикла

(
∂u1
∂h

)
∗
=

ε

T ∗

T ∗∫
0

∂

(
k∑
s=1

ψs(h
∗, t)Fs(h∗, t)

)
∂h

dt.

Таким образом, ХП цикла α вычисляется по формуле

α =
ε

T ∗

T ∗∫
0

∂F̂ (h∗, t)
∂h

dt.(15)
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Те ор ем а 2. Для редуцированной управляемой системы (7) задача ста-
билизации цикла для любого выбранного значения параметра h = h∗ ре-
шается гладким управлением F , действующим с малым коэффициентом
усиления сигнала регулятора. Достаточным условием стабилизации яв-
ляется выполнение неравенства dI(h∗)/dh < 0 на корень амплитудного
уравнения (14). Характеристический показатель цикла вычисляется по
формуле (15).

Теорема 2 применяется ко всем колебаниям глобального семейства. Управ-
ление содержит параметр h, находится из условия тождественного выполне-
ния по h амплитудного уравнения и строится как обобщение универсального
управления из [7]. В случае k = 2 ряд конкретных управлений, удовлетворя-
ющих теореме 2, приведен в [3]. Для уравнения n-порядка адаптивное управ-
ление дается в разделе 4.

Зам е ч а ни е 3. Согласно теореме 2 задача стабилизации цикла решает-
ся управлением F̂ . Поэтому в системе (8) можно выбирать управление F̂ , в
котором полагается, например, Fs ≡ 0; s = 2, . . . , k. Для уравнения второго
порядка (k = 2) применяется управление, в котором F1 ≡ 0, F2 �= 0.

4. Дифференциальное уравнение n-го порядка

Случай жордановой n-клетки с нулевыми собственными значения матри-
цы Af является единственным для одного дифференциального уравнения
n-го порядка

x(n) = X(x, x′, . . . , x(n−1)),(16)

где x(j) означает производную j-го порядка от x.
В самом деле, уравнение (16) записывается как система

ẋs = xs+1, s = 1, . . . , n− 1,

ẋn = X(x1, . . . , xn),
(17)

где функции в (2) равны: Xs = xs+1, s = 1, . . . , n − 1. Поэтому из уравне-
ния (3) получается, что сама матрица Af представляет собой жорданову
n-клетку с нулевыми собственными значениями.

Таким образом, если система (17) обладает невырожденным периодиче-
ским решением, то оно согласно теореме 1 принадлежит глобальному семей-
ству T (h)-периодических решений, на котором период монотонно зависит от
параметра h. Решения задаются в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)). Периоди-
ческое решение уравнения (16) обозначается через x = ϕ(h, t).

Поставим задачу стабилизации выделенного значением h = h∗ решения
уравнения (16). Для этого в записи системы (7) выбирается векторное управ-
ление F = (F1, . . . , Fn), удовлетворяющее амплитудному уравнению (14) с
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простым корнем. В теореме 2 применяется скалярное управление F̂ , фор-
мируемое из координат вектора F . В частном случае системы (7) – урав-
нения (17) полагается: F1 = . . . = Fn−1 = 0, а функция Fn выписывается в
явном виде. Тогда получается управляемая система

x(n) = X(x, x′, . . . , x(n−1)) + σε[1 −Kx2]x′,(18)

где управление Fn действует c малым коэффициентом усиления, а число σ
равно 1 или (−1). Коэффициент K выбирается в зависимости от значения
параметра h: K = K(h). Для стабилизации колебания с h = h∗ принимается
K = K(h∗).

Таким образом строится адаптивная схема управления.
Применяемое в (18) управление является аналогом универсального управ-

ления, предложенного в [7]. Оно удовлетворяет амплитудному уравне-
нию (14), которое почти для всех точек семейства по параметру h имеет
простой корень.

Функция K(h) получается из условия тождественного выполнения по h
амплитудного уравнения (14) и вычисляется по формуле

K(h) =

T (h)∫
0

ψnn(h, t)ϕ
′(h, t)dt

T (h)∫
0

ϕ2(h, t)ψnn(h, t)ϕ′(h, t)dt

;

функция ψnn(h, t) берется из (12). Тогда для функции I(h) из (14) в точке
h = h∗ справедливы формулы

dI(h∗)
dh

= χν(h∗), χ =
dK(h∗)
dh

, ν(h∗) =

T (h∗)∫
0

ψnn(h
∗, t)ϕ′(h∗, t)dt.(19)

В результате справедлива следующая

Те ор ем а 3. Если дифференциальное уравнение n-го порядка допускает
невырожденное периодическое решение, то оно принадлежит глобальному
семейству по скалярному параметру h. Решение со значением парамет-
ра h = h∗, χν �= 0, стабилизируется по адаптивной схеме управления (18),
в которой полагается K = K(h∗): знак числа σ обеспечивает притяжение
к циклу.

Зам е ч а ни е 4. Из записи уравнения (16) в виде (17) и применения
для (17) адаптивной системы управления раздела 4 следует, что в уравне-
нии (18) притяжение к циклу происходит в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)).
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5. Симметричные периодические движения

Автономная система общего вида (2) может обладать дополнительными
свойствами, например быть консервативной, обратимой, записываться в га-
мильтоной форме и т.д. При этом теорема 1 остается справедливой. Однако
для некоторых систем теорема 1 нуждается в уточнении.

Далее понятие глобального семейства периодических решений ОДУ кон-
кретизируется для симметричных периодических движений.

Обратимая динамическая система с фазовым вектором z и невырожден-
ным отображением G обладает свойством пространственно-временной сим-
метрии в смысле инвариантности относительно преобразования: (z, t) →
→ (Gz,−t). Она описывает модели в различных областях знаний (см. об-
зор [8]). В случае

G =

∥∥∥∥ Il 0
0 −In

∥∥∥∥ , l � n

(Ij – единичная (j × j)-матрица) получим обратимую механическую систе-
му [9]. Фазовое пространство этой системы описывается векторами u и v
такими, что dimu = l, dim v = n, а преобразование симметрии имеет вид
(u, v, t) → (u,−v,−t). При этом в механике за вектор u обычно принимает-
ся вектор обобщенных координат (квазикоординат), а за вектор v – вектор
обобщенных скоростей (квазискоростей). МножествоM = {u, v : v = 0} назы-
вается неподвижным множеством обратимой механической системы.

Фазовый портрет обратимой механической системы симметричен относи-
тельно множестваM . Траектории, пересекающиеM , называются симметрич-
ными. Двоекратное пересечение траекторией множества приводит к симмет-
ричному периодическому движению (СПД). На СПД периода T/2 в моменты
времени t = 0, T/2 траектория пересекает множество M . Необходимые и до-
статочные условия существования СПД периода T/2 даются равенствами

vs(u
0
1, . . . , u

0
l , τ) = 0, τ = 0, T/2; s = 1, . . . , n,(20)

где u0 ∈M – значение на СПД. Вводится матрица

A(u0, T/2) = ||asj || =
∥∥∥∥∥ ∂vs(u

0
1, . . . , u

0
l , T/2)

∂u0j

∥∥∥∥∥ .
Опр е д е л е н и е 4. Случай detA(u0, T/2) �= 0 называется невырожден-

ным для симметричного периодического движения, а само СПД – невырож-
денным.

СПД является периодическим решением. Из определения 4 следует, что
невырожденные СПД образуют семейство, на котором монотонно меняется
период: для него справедливо определение 1. Равенство (20) также справед-
ливо на периоде. При этом условия (3), записанные для СПД, выполняются
тождественно по (l − n) значениям u0j . Значит, матрица Af в (5) содержит
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(l − n) простых нулевых собственных значений. Поэтому условие невырож-
денности rankAf = Ra = l + n− 1, введенное для системы общего вида (2),
выполняется для обратимой механической системы только при l = n. Соот-
ветственно, теорема 1 справедлива для СПД только в случае l = n.

С другой стороны, определение 3 в формулировке, где в обратимой меха-
нической системе не подразумевается условие невырожденности в виде ра-
венства Ra = l + n − 1, остается справедливым для СПД в общей ситуации.
Поэтому теорема 1 о глобальном семействе остается справедливой в следую-
щей формулировке.

Те ор ем а 4. Невырожденное СПД обратимой механической системы
всегда продолжается на глобальное семейство невырожденных СПД, кото-
рое описывается редуцированной обратимой механической системой с пере-
менными: вектором u ∈ Rl−n и скаляром v.

Наиболее полное доказательство теоремы 4 приведено в [10]. Адаптивная
схема стабилизации колебаний для редуцированной обратимой механической
системы построена в [11].

Теоремой 4 закрывается важный вырожденный для теоремы 1 случай сим-
метричных периодических движений.

6. Консервативная система

Для определенности полагается, что консервативная система задается
уравнениями Лагранжа второго рода и подвержена действию потенциальных
сил. Тогда она описывается системой уравнений второго порядка. Пусть через
q и q̇ обозначены векторы координат и скоростей соответственно. Тогда дина-
мические уравнения инвариантны относительно замены: (q, q̇, t) → (q, q̇,−t).
Поэтому консервативная система принадлежит к классу обратимых механи-
ческих систем, где размерности векторов q и q̇ совпадают. Положения равно-
весия системы принадлежат неподвижному множеству системы. Невырож-
денные равновесия делятся на центры и седла. Согласно теореме Ляпуно-
ва о центре (см. [12]), к центру примыкает локальное семейство нелинейных
периодических движений (ляпуновское семейство). Для него размерность ну-
левой жордановой клетки k = 2. В силу наличия в системе интеграла энер-
гии период на семействе будет монотонной функцией постоянной энергии h.
Поэтому ляпуновское семейство состоит из невырожденных периодических
движений. По теореме 1 оно продолжается на глобальное семейство невырож-
денных периодических решений, причем редуцированная система содержит
два уравнения первого порядка. Такой же вывод получается по теореме 4,
но здесь уточняется, что редуцированная система принадлежит к классу об-
ратимых механических систем. В силу консервативности исходной системы
получается редуцированная консервативная система с одной степенью свобо-
ды (см. [13, лемма П.1]).
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Таким образом, ляпуновские семейства консервативной системы всегда
продолжаются на глобальные семейства симметричных периодических дви-
жений: справедлива глобальная теорема Ляпунова о центре, выведенная
впервые в [3].

Консервативная система может описываться уравнениями, не принадле-
жащими к классу обратимых механических систем. В этом случае примене-
ние к системе теоремы 1 также приводит к редуцированной консервативной
системе с одной степенью свободы: интеграл энергии сохраняется.

Для обратимой системы с одной степенью свободы в [7, теорема 1] построе-
на управляемая система, которая почти для всех колебаний решает задачу
стабилизации. Оказывается, в редуцированной консервативной системе ста-
билизируются все колебания семейства.

Рассматривается управляемая консервативная система с одной степенью
свободы

ẍ+ f(x) = εσ(1 −Kx2)ẋ,(21)

содержащая параметр K и при ε = 0 допускающая интеграл энергии

ẋ2

2
+

∫
f(x)dx = h(const)

(σ принимает значение 1 или (−1)). Предполагается, что при ε = 0 систе-
ма (21) допускает семейство невырожденных периодических движений x =
= ϕ(h, t).

Необходимые и достаточные условия существования притягивающего цик-
ла, близкого к колебанию с параметром системы h = h∗, даются простым
корнем амплитудного уравнения

I(h)≡
T (h∗)∫
0

[1−K(h∗)ϕ2(h, t)]ϕ̇(h, t)dt = 0.

Функция K(h) вычисляется по формуле

K(h) =

T (h)∫
0

ϕ̇2(h, t)dt

T (h)∫
0

ϕ2(h, t)ϕ̇2(h, t)dt

,(22)

а неравенство dK(h∗)/dh �= 0 доставляет условие простоты корня амплитуд-
ного уравнения.

Те ор ем а 5. Системой (21) с параметром K решается задача стабили-
зации любого колебания, близкого к колебанию консервативной системы с
одной степенью свободы.
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Дока з а т е л ь с т в о. Введем новое время τ = t/T (h). Тогда период коле-
баний не зависит от h и равен 1, формула (22) записывается в виде

K(h) =

1∫
0

z2(τ)dτ

1∫
0

ϕ2(h, T (h)τ)z2(τ)dτ

.

На семействе колебаний функция ϕ2(h, t) при фиксированном t монотонно
зависит от h. Это справедливо для любого типа семейства: невырожденного
или вырожденного. Следовательно, функция K(h) монотонна на семействе
колебаний консервативной системы.

Таким образом, достаточное условие в [7, теорема 1] выполняется всегда
для любого типа семейства – нерожденного и вырожденного, и теорема 5
доказана.

Зам е ч а ни е 5. Для вырожденного семейства функция K(h) вычисляет-
ся в явном виде (см. [13]).

Зам е ч а ни е 6. Согласно теореме 5 посредством адаптивной схемы полу-
чается исчерпывающее решение задачи стабилизации любого колебания из
семейства консервативной системы с одной степенью свободы.

Зам е ч а ни е 7. Результат остается справедливым для консервативной
системы с произвольным числом степеней свободы.

7. Приложения

1. Ограниченная плоская задача трех тел описывается уравнениями [14]:

ẍ− 2ẏ =
∂Ω

∂x
, ÿ + 2ẋ =

∂Ω

∂y
,

Ω =
1

2
(x2 + y2) +

1− μ

r0
+
μ

r1
, Ω(x, y) = Ω(x,−y),

r20 = (x+ μ)2 + y2, r21 = (x− 1 + μ)2 + y2.

(23)

Они содержат единственный безразмерный массовый параметр μ.
Система (23) допускает интеграл энергии. В силу своей инвариантности

относительно преобразования

{x, y, ẋ, ẏ, t} → {x,−y,−ẋ, ẏ,−t}
система (23) также относится к обратимой механической системе.

Положения относительного равновесия (точки либрации) находятся из
уравнений

∂Ω

∂x
= 0,

∂Ω

∂y
= 0.
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Задача допускает пять точек либрации Li, i = 1, . . . , 5. При этом L1, L2, L3

лежат на оси абсцисс x, а точки L4 и L5 расположены симметрично относи-
тельно оси x и образуют равносторонние треугольники с основными телами,
расположенными на оси x.

Точки L1, L2 и L3 относятся к равновесиям обратимой механической си-
стемы. К ним всегда примыкает симметричное ляпуновское семейство, для
которого матрица Af раздела 2 имеет жорданову 2-нулевую клетку. Применя-
ется теорема 4. Глобальное семейство описывается консервативной системой
с одной степенью свободы, обладающей симметричными орбитами. По теоре-
ме 5 задача орбитальной стабилизации любой орбиты решается адаптивной
схемой управления.

К точкам L4 и L5 применяется теорема 1. Система (23) консервативна,
поэтому глобальное семейство описывается консервативной системой с од-
ной степенью свободы. Любая орбита глобального семейства стабилизируется
применением теоремы 5.

Ограниченная задача трех тел является основной в теории орбит [15].
В теории управляемого орбитального движения решается задача орбиталь-
ной стабилизации. Результаты по задаче планируются подробно описать в
отдельной статье.

2. Стабилизация колебаний спутника. Движение спутника в плоскости ор-
биты под действием гравитационных сил описывается уравнением В.В. Бе-
лецкого [5]. Далее рассматривается частный случай – круговой орбиты. Здесь
уравнение Белецкого приобретает вид

α̈+ μ sinα cosα = 0, α̇ =
dα

dv
,(24)

где μ – инерциальный параметр (|μ| � 3), α – угол между радиусом-вектором
центра масс и главной центральной осью инерции спутника в плоскости орби-
ты, v – истинная аномалия, выбранная в качестве независимой переменной.
Получается уравнение математического маятника

ÿ + μ sin y = 0, μ > 0, y = 2α,

или

ÿ + |μ| sin y = 0, μ < 0, y = 2α+ π.

Колебания спутника образуют семейство от начального отклонения по углу y,
на котором период T (h) возрастает.

В [13] для стабилизации колебаний предлагается применять мехатронную
схему с осциллятором типа Ван дер Поля. Мехатронная схема является адап-
тивной в смысле данной статьи.

Согласно теореме 5 локальная стабилизация любого колебания достигает-
ся применением адаптивной схемы

ẍ+ |μ| sinx = εσ(1 −Kx2)ẋ,
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где x = 2α, μ > 0 или x = 2α+ π, μ < 0, и выбирается σ = 1. Здесь уже не
используется осциллятор типа Ван дер Поля.

Заметим, что схема стабилизации равновесия в задаче о вращательном
движении спутника предлагается, например, в [16].

8. Заключение

Периодическое решение автономной системы общего вида в невырожден-
ном случае может быть циклом или принадлежать семейству. Для цикла
матрица Якоби имеет одно нулевое собственное значение, семейству соответ-
ствует жорданова k-нулевая клетка. Обычно рассматривается случай k = 2;
для него в [3] построено глобальное семейство невырожденных периодиче-
ских решений, которое описывается редуцированной системой второго поряд-
ка. Эти результаты справедливы для общего случая размерности 1 < k � n
(n-размерность автономной системы). Для редуцированной системы поряд-
ка k строится адаптивная схема стабилизации колебаний. Применяется авто-
номное управление с параметром K(h), зависящим от параметра h глобаль-
ного семейства. Оно является обобщением на систему произвольного порядка
управления из [7]; значением h выделяется колебание в глобальном семействе.
Стабилизация происходит путем реализации притягивающего цикла.

Для дифференциального уравнения n-го порядка по переменной x реду-
цированная система совпадает с исходной. Для стабилизации периодическо-
го решения применяется управление – нелинейная диссипация, линейная по
скорости, действующая в окрестности цикла, содержащая параметр и обес-
печивающая притяжение к циклу в пространстве (x, x′, . . . , x(n−1)).

Аналогичные результаты известны (см. [10]) для симметричных перио-
дических движений обратимых механических систем. В случае пространст-
венно-временной симметрии матрица Якоби допускает нулевые собственные
значения: простые и одну жорданову 2-клетку. Консервативной системе отве-
чает жорданова 2-нулевая клетка. Задача стабилизации колебаний семейства
находит исчерпывающее решение для консервативной системы с одной сте-
пенью свободы: в управляемой системе автоматически выполняются условие
стабилизации выбранного колебания.
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